
دلخواه دمای در ͳبوزون گاز

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠۴ دی ٢۴

مقدمه ١

،ͳشناس ͳکان چون دیΎری های رشته در ͳوسیع علایق که بود هندی فیزی΋دان ͳریاض نگرفت، دکتری مدرک هرگز که آ بوز، نات ساتیندرا

ͳپژوهش انجمن چندین عضو و رسید نیز انگلستان ͳپادشاه انجمن در عضویت مقام به وی داشت. ͳموسیق و ادبیات هنر، بیولوژی،  ،ͳشیم

بوز اولیه مقاله داشت. کامل آشنایی سانس΋ریت و ͳآلمان فرانسه،  ،ͳانگلیس جمله از زبان چندین با همچنین وی بود. استقلال از پس هند در

جدید شیوه این بود. جدید شیوه به سیاه جسم تابش برای پلانک قانون اثبات و شد نوشته پلانک کار از بعد سال ٢۴ ͳیعن ١٩٢۴ سال در

که بود این اینشتین سهم ایم. دیده گذشته درسهای در که ͳصحیح روش به ی΋سان ذرات عنوان به ها فوتون حالت شمارش جز نیست چیزی

پیش را ͳمهم پدیده توانست و داد تعمیم دار جرم ذرات به را او کار فهمید، ͳکوانتوم آماری Έانی΋م سرآغاز عنوان به را بوز کار اهمیت

را آن اگر که خواست او از و فرستاد اینشتین برای را خود مقاله ١٩٢۴ در بوز نامیم. ͳم ب بوز‐اینشتین چΎالش را آن امروزه که کند ͳبین

نامه متن از ͳقسمت بفرستد. Zeitschsrift fur Phyzik ͳیعن دوران آن مهم مجله برای را آن از ای ترجمه داند، ͳم درخور ای نتیجه حاوی

است: چنین اینشتین به بوز

اگرچه بدهید. Zeitschsrift fur Phyzik مجله در را انتشارش ترتیب اگر شد خواهم ممنون است، خوبی مقاله که کنید ͳم فکر اگر ...»

نوشته از و هستیم شما شاگرد همه ما که چرا دهم، ͳنم راه خود به تردیدی ͳاینچنین تقاضایی در ͳول هستم، غریبه کاملا فردی شما برای

گرفت اجازه شما از نسبیت در تان مقالات ترجمه برای کل΋ته شهر از ͳکس که آورید ͳم یاد به هنوز شما آیا دانم ͳنم ایم. آموخته شما های
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کردند. تدوین را ها بوزون آماری Έانی΋م بار نخستین که ͳدان΋فیزی دو آینشتین، آلبرت و بوز یاندرا ͳسات :١ ش΋ل

« کردم. ترجمه عام نسبیت در را شما کتاب که بودم ͳکس من و شده چاپ اکنون کتاب آن کردید. موافقت نیز شما و

Satyendra Nath Boseآ

Bose-Einstein Condensationب

نیز ها بوزون برای کنیم. ͳم مطالعه را آل ایده ͳبوزون گاز درس این در کردیم. ͳبررس را آل ایده ͳفرمیون گاز روابط از استفاده با گذشته درس در

بوز‐ چΎالش ها پدیده این ترین مهم شد. خواهد ماکروس΋وپی انگیز شΎفت و عمیق های پدیده به منجر آنها ͳکوانتوم خاصیت که دید خواهیم

شوند. ͳم چΎالیده اصطلاح به یا جم΄ پایه حالت در ذرات از ماکروس΋وپی تعداد ͳیعن ذرات کل از ͳتوجه قابل کسر آن ͳط که است ١ اینشتین

ابررسانایی و ͳابرشارگ مثل هایی پدیده منشاء و دهد ͳم رخ ها بوزون برای فقط آنهم زیاد بسیار های ͳالΎچ یا کم بسیار دماهای در پدیده این

ذرات شدن پخش چΎالش از قبل که داد توضیح ش΋ل این به را بوز‐اینشتین چΎالش توان ͳم ابتدایی ͳخیل صورت به و ͳکیف نظر از است.

بروز باعث نتیجه در و دیΎر Έی از ذرات ͳپراکندگ و برخوردها باعث دارند خود به مخصوص انرژی و تکانه هرکدام که مختلف های تراز در

Έی در ذرات از ͳانبوه شدن جم΄ چΎالش، از بعد ͳول شود. ͳم ͳمعمول رساناهای در ͳ΋تری΋ال مقاومت یا و مایعات در ویس΋وزیته و مزاحمت

Bose-Einstein Condensation١
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مقاومت یا مایعات در ٢ ویس΋وزیته) (یا گرانروی رفتن بین از نتیجه در و ذرات ی΋سان و ͳجمع رفتار باعث معین تکانه و انرژی با پایه حالت

ͳم ٣ کوپر های جفت به موسوم هایی جفت تش΋یل دو به دو ها ال΋ترون ابررسانا، Έی در که کرد دقت باید شود. ͳم ابررساناها در ͳ΋تری΋ال

از قبل ذرات ͳرفتارجمع که گفت توان ͳم ͳکیف طور به شوند. ͳم ابررسانایی باعث و شده چΎالیده نهایتاً که هستند کوپر های جفت این و دهند

ظرفیت پذیری، تراکم نظیر ای ذره بس دستگاه این های ͳویژگ تمام در تفاوت این است. مایع Έی مثل چΎالش از بعد و گاز Έی مثل چΎالش

شود. ͳم دیده آن نظایر و ویژه گرمایی

داریم: کنیم. ͳم یادآوری را ͳکل روابط ͳقبل های درس از بپردازیم. آل ایده ͳبوزون گاز آماری Έانی΋م دقیق ͳبررس به توانیم ͳم مقدمه این از بعد

lnQ = −
∑
ℓ

ln(1− ze−βϵℓ) (١)

N =
∑
ℓ

1

z−1eβϵℓ − 1
(٢)

U =
∑
ℓ

ϵℓ
z−1eβϵℓ − 1

(٣)

قرار آن در ذره که را فضایی هرگاه گیریم. ͳم L را آن ابعاد  که پتانسیل چاه Έی درون ذره Έی انرژی سطوح از عبارتند ها ϵℓ آل، ایده گاز برای

داشت: خواهیم ، باشد صفر ها دیواره روی موج تابع که بΎیریم طوری نیز را مرزی شرایط و بΎیریم بعدی d م΋عب Έی دارد

ϵℓ =
ℏ2

2m

π2

L2
(l21 + l22 + · · · l2d). (۴)

ͳم بدست ها حالت ͳالΎچ تابع از استفاده با کرد. تبدیل انتگرال به را بالا های جم΄ توان ͳم انرژی این داشتن با چΎونه که دیدیم ͳقبل درس در

آوریم:

lnQ = − V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (۵)

کاری ،ͳهامیلتون به ثابت جمله Έی افزودن با ͳراحت برای کنیم. ͳم رف΄ و داده توضیح را آن اینک که دارد ͳاساس اش΋ال Έی رابطه این اما

دهیم ͳم قرار بنابراین کند. ͳنم ایجاد پدیده این ͳ΋فیزی خصوصیات در تغییری هیچ کار این باشد. صفر با برابر پایه حالت انرژی که کنیم ͳم

Viscosity٢

Cooper Pairs٣
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بود: خواهد این z پارامتر محدوده آن اثر در که ϵ0 = 0

0 ≤ z < 1. (۶)

صورت به پایه حالت جمله سهم (١) عبارت در که کنیم ͳم توجه حال

− ln(1− ze−βϵ0) = − ln(1− z) (٧)

نظر در (؟؟) انتگرال در سهم این آیا ببینیم کرد. خواهد میل نهایت بی سمت به جمله این کند، ͳم میل 1 سمت به z که ͳوقت بنابراین است.

برای که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه است، انرژی واحد در ها حالت ͳالΎچ دهنده نشان واق΄ در که ،x d
2−1 عبارت به اگر خیر؟ یا است شده گرفته

ͳواقع عبارت که است روشن نتیجه در و کند ͳم میل صفر سمت به نیز x d
2−1 ln(1− e−x) جمله نتیجه در و صفر سمت به ͳالΎچ این d > 2

بینیم. ͳم را تفاوت این ، کنیم نگاه ش΋ل به اگر است. روشن هم امر این دلیل دارد. ͳفاحش تفاوت نقطه این در (؟؟) انتگرال با (١)

(٢)

−x
1
2 ln(1 − e−x)

−ln(1 − e−x)

کرد. جایΎزین (۵) انتگرال با توان ͳنم را (١) جم΄ d = 2 از بالاتر بعدهای در و z −→ 1 حدِ در :٢ ش΋ل
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نظر در را پایه حالت سهم که است ΀واض و است رنگ قرمز ͳمنحن زیر ΀سط (۵) انتگرال حالی΋ه در هاست، میله ارتفاعات مجموع (١) عبارت

تفاوت هم به نسبت جم΄ ِ ͳمتوال جملات که است صحیح ͳوقت فقط انتگرال Έی به جم΄ Έی تبدیل که است این اشتباه این دلیل است. نگرفته

دارد. زیادی بسیار تفاوت ها حالت بقیه با پایه حالت سهم جا این در اما زد. تقریب هموار تابع Έی با را آنها بتوان تا باشد اندک شان

اولین سهم مثلا اینکه یا شده گرفته نادیده (۵) انتگرال در که است پایه حالت سهم تنها آیا که است این آید ͳم پیش جا این در که ͳمهم سوال

پایه حالت سهم با را برانگیخته حالت اولین سهم که است بهتر سوال این به ΁پاس برای است؟ افتاده قلم از نیز برانگیخته حالت سومین و دومین و

که است روشن دهیم. ͳم نشان ϵ1 با را برانگیخته حالت اولین حالت انرژی و ϵ0 با را پایه حالت انرژی کنیم. مقایسه

ϵ1 − ϵ0 ≈ ℏ2π2

2mL2
. (٨)

با: است برابر Q در جمله دو این سهم حال

− ln(1− ze−βϵ0)−
(
− ln(1− ze−βϵ1)

)
. (٩)

حالت اولین سهم که مقداری بیشترین بنابراین 0 ≤ z ≤ eβϵ0 . :ͳیعن [0, eβϵ0 ] با است برابر z مجاز محدوده که ایم دیده ͳقبل های درس از

: با است برابر کند اختیار تواند ͳم دوم، جمله ͳیعن برانگیخته،

− ln(1− eβ(ϵ0−ϵ1)) ≈ − ln(β(ϵ1 − ϵ0)) ≈ ln−
(

ℏ2π2

2mL2
β

)
. (١٠)

جمله که است ͳحال در این است. ٢٠٠ یا ١٠٠ حدود در عددی آن لΎاریتم باز باشد، 10−200 یا 10−100 ͳ΋کوچ به پرانتز داخل عدد اگر ͳحت

پایه حالت سهم تنها ͳیعن است. درست ایم داده نشان قبل صفحه در که تصویری بنابراین کند. ͳم میل نهایت بی سمت به z −→ eβϵ0 حد در اول

بنویسیم. ها بوزون برای را ٣ تا ١ روابط بایست ͳم چΎونه که است روشن اکنون استدلال این با شود. گرفته نظر در جداگانه بایست ͳم که است

آیند: ͳم در زیر ش΋ل به ٣ تا ١ روابط بنابراین گیریم). ͳم صفر با برابر را پایه حالت انرژی ͳسادگ برای شد،  گفته که همانطور )

lnQ = − ln(1− z)− V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (١١)

N =
z

1− z
+

V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dx

z−1ex − 1
. (١٢)
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U

kT
=

V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2 dx

z−1ex − 1
. (١٣)

دهیم: ͳم نشان N0 با را آن که است پایه حالت در ذرات متوسط تعداد z
1−z که کنید دقت

N0 =
z

1− z
. (١۴)

در ͳیعن انرژی در ͳسهم جمله این البته شود. بزرگ حدی هیچ بدون تواند ͳم 1 به z شدن Έنزدی با پایه، حالت در ذرات تعداد ͳیعن عدد، این

جزء صورت به را انتگرال توانیم ͳم کنیم. ͳم توجه زیر رابطه به ادامه برای ایم. گرفته صفر با برابر را پایه حالت انرژی زیرا ندارد، (١٣) عبارت

آوریم: ͳم بدست نتیجه در کنیم. محاسبه جزء به

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx =

1
d
2

x
d
2 ln(1− ze−x) |∞0

+
1
d
2

∫ ∞

0

x
d
2

1

z−1ex − 1
dx. (١۵)

زیر تابع ِ تعریف با و است صفر با برابر اول عبارت اینکه به توجه با

gn(z) :=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

z−1ex − 1
. (١۶)

آوریم: ͳم بدست

N =
z

1− z
+

V

λd
g d

2
(z),

PV

kT
= − ln(1− z) +

V

λd
g d

2+1(z),
U

kT
=

d

2

V

λd
g d

2+1(z). (١٧)

هستند: زیر خاصیت دارای ͳفرمیون توابع مثل نیز gn(z) توابع

z
dgn(z)

dz
= gn−1(z). (١٨)

توابع تعریف به اگر کنید.) نگاه ها فرمیون به مربوط درس ضمیمه به ) کردیم. ارائه ها فرمیون برای که است ͳاثبات مثل دقیقا خاصیت این اثبات

توابع این که دهد ͳم نشان همچنین رابطه این هستند. مثبت gn(z) های تابع است، 0 ≤ z ≤ 1 اینکه به توجه با بینیم ͳم کنیم نگاه gn(z)

.gn(0) = 0 که است معلوم (١۶) رابطه از همچنین هستند. صعودی
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که دهید نشان تمرین:  n

gn(1) = ζ(n), (١٩)

ͳیعن است ریمان زتای تابع ζ آن در که

ζ(n) = 1 +
1

2n
+

1

3n
+

1

4n
+

1

5n
+ · · · . (٢٠)

.ζ( 32 ) = 2.612 و ζ(1) = ∞ که دانیم ͳم

حالت ͳتمام در موجود ذرات تعداد V
λd g d

2
(z) و پایه حالت در موجود ذرات متوسط تعداد z

1−z که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه (١٧) رابطه به اگر

ͳیعن دهیم، ͳم نمایش Ne و N0 با ترتیب به را دو این است. برانگیخته های

N =
z

1− z
+

V

λd
g d

2
(z) ≡ N0 +Ne. (٢١)

ماکزیمم مقدار Έی و z = 0 در صفر بین آن مقدار و است صعودی تابع این اینکه ͳیعن) گفتیم، gn(z) تابع مورد در که ͳخواص به توجه با حال

با است برابر ظرفیت این است. محدود ذرات دادن جا برای برانگیخته حالات ظرفیت که شود ͳم معلوم است)، z = 1 در

(Ne)max =
V

λd
g d

2
(1) =

V

λd
ζ(

d

2
). (٢٢)

حتما بایست ͳم ذرات بقیه باشد، مقدار این از بیش گاز در موجود ذرات کل تعداد اگر بنابراین دارد. ͳبستگ دما به ظرفیت این که کنید دقت

شرط بنابراین اند. کرده چΎالش به شروع ͳسادگ به یا پایه، حالت در چΎالش به شروع ذرات که گوییم ͳم حالت این در بروند. پایه حالت به

که است آن چΎالش

N ≥ V

λd
ζ(

d

2
), (٢٣)

یا و

nλd ≥ ζ(
d

2
). (٢۴)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم λ = h√
2πmkT

رابطه به توجه با که است ͳالΎچ و دما از ترکیبی ͳشرط شرط، این

n(
h√

2πmkT
)d ≥ ζ(

d

2
). (٢۵)

گیریم: ͳم مهم درس چند رابطه این از
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شود، ͳنم محقق هرگز چΎالش شرط بنابراین . ζ(1) = ∞ زیرا دهد، ͳنم رخ چΎالش (d = 2) بعدِ در ͳبوزون گاز Έی برای :Έی n

مطلق. صفر دمای در مΎر

حد Έی از را دما که وقت هر ͳمعین ͳالΎچ هر در بنابراین شود. ͳم تعیین (٢۵) رابطه از دهد ͳم رخ چΎالش آن در که ای ناحیه دو: n

آغاز چΎالش کنیم زیادتر nc ͳبحران مقدار Έی از را ͳالΎچ هرگاه ͳمعین دمای هر در یا افتد،  ͳم اتفاق چΎالش کنیم، کمتر Tc ͳبحران

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم چΎالش رابطه از استفاده با را ͳبحران ͳالΎچ این و دما این شد. خواهد

nc = ζ(
d

2
)

(√
2πmkT

h

)d

,

Tc =
h2

2πmk

(
n

ζ(d2 )

) 2
d

. (٢۶)

رابطه این در h وجود همچنین افتد. ͳم اتفاق زودتر چΎالش باشد، کمتر ذره جرم که چقدر هر که دهند ͳم نشان آخری رابطه دو این سه: n

است. ͳکوانتوم پدیده Έی پدیده این که دارد این از نشان

و حداکثری مقدار Έی و است ذرات تعداد از مستقل ͳبوزون گاز انرژی که رسد ͳم نظر به کنیم،  نگاه (١٧) روابط به اگر نکته: Έی n

انرژی به کنیم اضافه را ذرات تعداد چه هر که رسد ͳم نظر به نتیجه در .Umax = kT (d2
V
λd )ζ(

d
2 +1) با است برابر که دارد ای ͳمتناه

برابر را پایه حالت انرژی که است این امر این دلیل اما رسد. ͳم نظر به ͳغیرواقع و عجیب اول نگاه در که شود ͳنم اضافه چیزی گاز این

چیزی سیستم انرژی به و روند ͳم پایه حالت به ذرات این کنیم، ͳم اضافه ذره چه هر چΎالش از بعد دلیل همین به و ایم گرفته صفر با

داشتیم: ͳم (١١) رابطه جای به صورت این در بΎیریم. ϵ0 با برابر را پایه حالت انرژی ابتدا همان از توانستیم ͳم اما شود. ͳنم اضافه

lnQ = − ln(1− e−βϵ0z)− V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (٢٧)

رسیم: ͳم زیر روابط به (١٧) روابط جای به دهیم ادامه را پیشین محاسبات همان اگر حال

(٢٨)

N = N0(z) +
V

λd
g d

2
(z),

PV

kT
= − ln(1− ze−βϵ0) +

V

λd
g d

2+1(z),
U

kT
=

ϵ0N0(z)

kT
+

d

2

V

λd
g d

2+1(z).
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اتم و بالاست دما (A) ش΋ل در وی΋یپدیا. از برگرفته دهد. ͳم نشان را بوز‐اینشتین چΎالش ͳونگΎچ که انیمیشن Έی از قاب چهار :٣ ش΋ل

ش΋ل در سرانجام و شود ͳم گسترده آنها موج تابع آید، ͳم پایین دما که تدریج به کنند. ͳم حرکت زیاد سرعت با هم از جدا های گوی مثل ها

گیرند. ͳم قرار ͳکوانتوم حالت Έی در واق΄ در و کنند ͳم پیدا موج تابع Έی آنها همه رسد، ͳم چΎالش دمای زیر به دما که ͳوقت (D)

آن در که

N0(z) :=
z

eβϵ0 − z

جای ذرات تعداد شود، تر Έنزدی eβϵ0 به z چه هر بار این که بینیم ͳم ترتیب این به اند. گرفته جای پایه حالت در که است ͳذرات تعداد

۴ شد. خواهد اضافه نامحدود صورت به نیز N0(z)ϵ0 ͳیعن ذرات این انرژی و شده بیشتر نیز ،N0(z) ͳیعن پایه ،  حالت در گرفته

کنیم. ͳم ͳبررس را آل ایده گاز ͳ΋ترمودینامی خواص بعدی بخش در

کنم. ͳم تش΋ر او از اش گیری پی و سوال این خاطر به . است پرسیده ١۴٠٣ سال بهار در درس این دانشجوی نژاد ͳربان اکبر ͳعل که دانم ͳم ͳسوال مرهون را نکته این ۴توضیح
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شدند. ٢٠٠١ سال نوبل جایزه برنده کار این برای و کردند مشاهده تجربی طور به را بوز‐اینشتین چΎالش بار اولین که هایی فیزی΋دان :۴ ش΋ل

نانوکلوین ١٧٠ دمای در را 87Rb روبیدیم اتم ٢٠٠٠ حدود از رقیق گاز Έی توانستند وایمن کارل و کرنل Έاری ،١٩٩۵ سال در بار نخستین

می΋روکلوین دمای در را 23Na سدیم اتم تعداد این برابر صد توانست مستقل آزمایش Έی در ترل که ولفگانگ بعد، چهارماه کنند. چΎالیده

کند. چΎالیده

آل ایده ͳبوزون گاز ͳ΋ترمودینامی خواص ٢

و است نداده رخ چΎالش هنوز که ͳوقت ͳ΋ی دهیم. تمیز هم از را متفاوت رژیم دو بایست ͳم کنیم مطالعه را ͳبوزون گاز Έترمودینامی آنکه برای

است. داده رخ چΎالش که ͳوقت دیΎری

چΎالش دمای از بالاتر ٢ . ١

(١٧) رابطه و ریخت دور جملات بقیه با مقایسه در توان ͳم را ln(1− z) یا z
1−z های عبارت بنابراین است، نشده ١ با برابر هنوز z رژیم این در

نوشت: زیر ش΋ل به را

nλd = g d
2
(z),

PV

kT
=

V

λd
g d

2+1(z), U =
d

2
PV. (٢٩)

داد. بسط z های توان حسب بر را gn(z) توان ͳم است 0 < z < 1 همواره که آنجا از

داد: بسط زیر صورت به توان ͳم را gn(z) تابع که دهید نشان تمرین:  n

gn(z) =

∞∑
l=1

zl

ln
. (٣٠)
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بنویسیم: توانیم ͳم (٢٩) ی رابطه از استفاده با بنابراین

nλd =

∞∑
l=1

zl

l
d
2

. (٣١)

PV

kT
=

V

λd

∞∑
l=1

zl

l
d
2+1

. (٣٢)

بنویسیم: nλd ͳمتوال های توان حسب بر را z بتوانیم شود ͳم باعث که کرد وارونه توان ͳم را (٣١) سری

z =

∞∑
l=1

al(nλ
d)l. (٣٣)

دهد: ͳم بدست (٣٢) رابطه در سری این جایΎذاری

PV

kT
=

V

λd

∞∑
l=1

bl(nλ
d)l (٣۴)

یا و

PV

kT
=

V

λd

∞∑
l=1

bl(
N

V
λd)l = N
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l=1

bl(
N

V
λd)l−1 (٣۵)

نتیجه در و

PV

kT
= N

(
1 + b2(

λd

v
) + b3(

λd

v
)2 + · · ·

)
, (٣۶)

نهایی ش΋ل آوردن بدست برای دهد. ͳم بدست را حالت معادله برای ویریال بسط آخر رابطه است. ذره هر دسترس در حجم v = V
N آن در که

موج طول که است این معنای به باشد Έکوچ λd

v اگر که کنید دقت آورد. بدست را bl سپس و al های ضریب رتبه به رتبه بایست ͳم ویریال بسط

بسط در که است دلیل همین به داشت. خواهند ͳکم اهمیت ͳکوانتوم آثار بنابرآین و است Έکوچ ذرات بین میانگین فاصله به نسبت گرمایی

باشد، کردن نظر صرف قابل کاملا پارامتر این که حدی در است. شده نوشته ،λ
d

v ͳیعن پارامتر، این ͳمتوال قوای حسب بر راست طرف بالا ِ ویریال

آوریم: بدست توانیم ͳم نیز را انرژی مقدار بالا رابطه از شود. ͳم تبدیل بولتزمن ‐ ماکسول گاز ͳیعن ͳمعمول گاز حالت معادله به حالت معادله

U =
d

2
PV =

d

2
NkT

(
1 + b2(

λd

v
) + b3(

λd

v
)2 + · · ·

)
. (٣٧)

آورد. بدست CV =
(
∂U
∂T

)
N,V

رابطه از توان ͳم نیز را ویژه گرمایی ظرفیت
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داریم: (٣١) رابطه از بیاوریم. بدست d = 3 برای ͳیعن بعدی سه گاز برای را b2 ضریب کنیم ͳم ͳسع مثال: n

y := nλ3 = z +
z2

2
√
2
+ · · · . (٣٨)

دهیم ͳم قرار بنابراین

z = y + ay2 + · · · .

دهیم: ͳم قرار ͳقبل رابطه طرف دو در را بسط این

y =
(
y + ay2 + · · ·

)
+

1

2
√
2

(
y2 + · · ·

)
(٣٩)

بنابراین . a = −1
2
√
2

گیریم: ͳم نتیجه آن از که

z = y − 1

2
√
2
y2 + · · · . (۴٠)

آوریم: ͳم بدست و دهیم ͳم قرار (٣٢) رابطه در را مقدار این حال
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y = λ3

v اینکه به توجه با یا و

PV

kT
= N

(
1− 1

4
√
2

λ3

v
+ · · ·

)
. (۴٢)

ی΋دیΎر جذب برای ها بوزون تمایل از ͳناش فشار کاهش این است. ͳمعمول آل ایده گاز Έی از کمتر گاز فشار که شود ͳم دیده بنابراین

است.

آورید. بدست بالا روابط از استفاده با را ͳبوزون گاز ویژه گرمایی ظرفیت تمرین:  n
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چΎالش دمای از تر پایین ٢ . ٢

است برابر ماکزیمم ظرفیت این که دانیم ͳم باشند. پذیرفته ذره خود ظرفیت ماکزیمم اندازه به برانگیخته های حالت که دهد ͳم رخ ͳوقت چΎالش

با

Nmax =
V

λd
ζ(

d

2
). (۴٣)

آنگاه: بΎیریم، N0 را روند ͳم پایه حالت به که ͳذرات تعداد و N را ذرات کل تعداد اگر بروند. پایه حالت به باید حتما ذرات بقیه نتیجه در

N0 = N −Nmax = N − V

λd
ζ(

d

2
).

کنیم: حساب جا این از را z مقدار توانیم ͳم ،N0 = z
1−z که آنجا از

z =
N0

N0 + 1
, (۴۴)

١ مساوی را z توان ͳم شود، ͳنم ͳاساس اشتباه باعث و نیست حساس که جاهایی در که کرد دقت باید شود. ͳم داده ͳقبل رابطه از N0 آن در که

داریم: شوند. معین چΎالش پسا حالت معادلات تا دهیم قرار (١٧) رابطه در را بالا رابطه در آمده بدست ِ z ِ مقدارِِ توانیم ͳم حال گرفت.

PV

kT
= − ln(1− z) +

V

λd
g d

2+1(z). (۴۵)

آوریم: ͳم بدست رابطه این در (۴۴) دادن قرار با بنابراین

PV

kT
= − ln(

1

N0 + 1
) +

V

λd
g d

2+1(
N0

N0 + 1
), (۴۶)

اما آورد، عمل به تقریبی بالا عبارت در توان ͳنم دارد، ١ مرتبه از مقداری N0 که چΎالش، ابتدای در درست .N0 = N − V
λd ζ(

d
2 ) آن در که

در گرفت. ١ با برابر را N0

N0+1 خوب ͳخیل تقریب با توان ͳم شود، ͳم 101 ͳحت یا 102 مرتبه از N0 اینکه محض به چΎالش، از بعد ͳکم تنها

آید: ͳم در زیر ش΋ل به (۴۶) رابطه نتیجه

PV

kT
= lnN0 +

V

λd
ζ(

d

2
+ 1). (۴٧)

صرف دوم جمله به نسبت lnN0 ͳیعن اول جمله از توان ͳم بنابراین است، V با متناسب و فزونور عبارت Έی دوم جمله که کنیم ͳم دقت حال

کرد. نظر

١٣



داشت: خواهیم نتیجه در

P = kT
1

λd
ζ(

d

2
+ 1) (۴٨)

یا و

P = cT 1+ d
2 , (۴٩)

است. ثابت Έی c آن در که

تبدیل گاز که است این مثل درست است.. صفر با برابر گاز پذیری تراکم نتیجه در و حجم از مستقل پساچΎالش فشار که دهد ͳم نشان رابطه این

آوریم: ͳم بدست U = d
2PV ی رابطه از چنین هم باشد. شده مایع به

U =
d

2
cV T 1+ d

2 . (۵٠)

آید: ͳم بدست زیر ش΋ل به ویژه گرمایی ظرفیت رابطه این از

CV =
∂U

∂T V
=

d

2
(1 +

d

2
)cV T

d
2 . (۵١)

گرمایی ظرفیت و کنیم ترکیب آوردید، بدست پیشاچΎالش حالت ویژه گرمایی ظرفیت به مربوط تمرین حل از که ͳنتایج با را رابطه این اگر حال

ͳم را آل ایده ͳبوزون گاز ͳ΋ترمودینامی خواص بقیه .(۵) ش΋ل آید، ͳم بدست ویژه گرمایی ظرفیت کامل ͳمنحن کنیم رسم دما حسب بر را ویژه

آورد. بدست صورت همین به توان

ها مسئله ٣

با: است برابر ذره این کنش برهم ͳهامیلتون دارد. قرار B = Bn̂ ͳمغناطیس میدان در دوم Έی اسپین ذره Έی ۵ اول: مسئله n

H = −γσ ·B (۵٢)
ندارد. درسنامه این مطالب با ͳارتباط چندان مسئله ۵این
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Tc

دما. حسب بر بعدی سه ͳبوزون گاز ویژه گرمایی ظرفیت :۵ ش΋ل

است. رسیده تعادل به T دمای در ذره

کنید. تعیین را ذره این ͳالΎچ ماتریس الف‐

آورید. بدست را ذره پارش تابع ب‐

کنید. مشخص را آن انتروپی چنین هم و ذره انرژی متوسط پ‐

که: دهید نشان آل ایده ͳبوزون گاز Έی برای دوم: مسئله n

1

z

( ∂z
∂T

)
P
= − 5

2T

g5/2(z)

g3/2(z)
. (۵٣)

که: دهید نشان رابطه این از استفاده با

γ ≡ CP

CV
=

(∂z/∂T )P
(∂z/∂T )V

=
5

3

g5/2(z)g1/2(z)

(g3/2(z))2
(۵۴)
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زیر روابط توسط آل ایده ͳبوزون گاز Έی برای رو در بی پذیری تراکم ضریب و دما هم پذیری تراکم ضریب که دهید نشان سوم: مسئله n

شوند: ͳم داده

κT =
1

nkT

g1/2(z)

g3/2(z)
κS =

3

5nkT

g3/2(z)

g5/2(z)
, (۵۵)

ͳم میل Έکلاسی گاز به مربوط مقادیر سمت به κS و κT ،z −→ 0 ͳوقت که دهید نشان سپس است. گاز ͳالΎچ n = N
V آن در که

ͳیعن کنند، 

κT −→ 1

P
κS −→ 1

γP
.

آورید. بدست z −→ 1 حد ͳیعن است،  واگن ͳخیل گاز که حدی در را ها کمیت این رفتار

شود: ͳم حساب زیر رابطه از مایع Έی در صوت سرعت چهارم: مسئله n

v2 =
(∂P
∂ρ

)
S
, (۵۶)

با: است برابر ͳبوزون گاز Έی در صوت سرعت که دهید نشان است. گاز ͳجرم ͳالΎچ ρ آن در که

v2 =
5kT

3m

g5/2(z)

g3/2(z)
=

5

9
⟨u2⟩. (۵٧)

حساب را کل انرژی چنین هم و ذرات کل تعداد خیز و افت بΎیرید. نظر در Έگراندکانونی آنزامبل در را ͳبوزون گاز Έی پنجم: مسئله n

دهید. انجام شود ͳم واگن شدت به گاز که ͳشرایط در هم و معمول شرایط در هم را کار این کنید.

من به را درسنامه این اولیه متن اش΋الات ͳتمام استثنایی دقت با که ١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی ͳیدالله آرمین آقای از :ͳقدردان n

جمشیدی کیا پیشرفته، آماری Έانی΋م درس دانشجوی ١۴٠۴ سال پاییز در را درسنامه این ویرایش آخرین کنم. ͳم تش΋ر کردند یادآوری

نیز جا چند در اما بودند ͳنگارش اش΋الات این بیشتر کرد. مشخص برایم را آن شمار از خارج اش΋الات و خواند ای العاده فوق دقت با

ممنونم. کیا از ͳخیل بابت این از کرد. یاداوری من به را ͳمفهموم های غلط
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